
Занятие 5 продолжение. 
Вычислите интегралы с помощью формулы Стокса и непосредственно. 

1. ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2

: 3, 2x y z x y z

I y z dx z x dy x y dz

 + + = + + =

= − + − + −  

 ( )

2 2 2

22 2

2 2

23

2 2 3

2 2 4 4 4 2

z x yx y z

x y z x y x y

x y x y xy

= − − + + = 
 

+ + = + + − − = 

+ + − − + =

 

( )

( )

1

2

1

2

x u v

y u v


= −


 = +


    

2 2 2 2

2 2

2

2

2 2 4 2 1 0

3 4 2 1 0

2 2 5
3

3 3

u v u v u

u v u

u v

+ + − − + =

+ − + =

 
− + =  

 

 

2 2 5
cos

3 3

5
sin

3

u t

v t


= +



 =


 

Решение_1. 

 

( ) ( ) ( )  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2

: 3, 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

2 3 3 2

3 3 3 3 3

1
3

2 2

x y z x y z

I y z dx z x dy x y dz dz dx dy

y z dx z x dy x y dx dy

x y z dx z x y dy

x y x y dx x y x y dy

y dx x dy y dx x dy

u v d

 + + = + + =







 

= − + − + − = = − − =

= − + − − − + =

= − + − + − + =

= − + − + + + − − − + =

= − + − = −

= +









 

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )

1

1 1

2

2 2 2

2
2

0

1

2 2

3 3
2 2 2 2 4

2 2 2 2

3 2 2 5 5 2 2 5 5 5
2 cos cos 4 cos sin cos

3 3 3 32 2 3 3 3

3 2 2 5 5 40
4 .

3 32 2 3 3 3

u dv u v du dv

u v dv uv du u dv uvdu

t t t t t dt



 



 

 
− − − + = 

 

= + − + = − + =

    
 = − + + + =           

= − = −



 

  

 

 



Решение_2. 

 

( )

2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 4

3 3

8 5 5 40
8 8

33 3 3 3E

I d x y z d
x y z

y z z x x y

d dxdy

 

  

 



  
= = − + + =

  

− − −

= − = − = − = −

 

 

 

 

2.  

( ) ( )

( )

2 2

2 2
,  - эллипс 1, , 

ориентированный положительно относительно вектора 0,0,1 .

x y
I x z dx x y dy xdz z c

a b


= + + − +  + = =
 

Решение_1. 

 

( ) ( )

( )( ) ( )( )
2

0

cos

sin

cos sin cos sin cos

p

x a t

x z dx x y dy xdz y b t

z c

a t c a t a t b t b t dt ab



= 
 

+ + − + = = =
 
 = 

= + − + − =





 

Решение_2. 

 ( ) ( )
2 2

2 2
: , 1

0 0 1

x y
z c

a b

I x z dx x y dy xdz d ab
x y z

x z x y x

 
 

 = + 

  
= + + − + = = =

  

+ −

    

3. 

( ) ( )

( )  sin , cos , sin cos , 0,2

I xdx x y dy x y z dz

x a t y a t z a t t t 



= + + + + + =

= = = + 


 

 

 

 

 



Решение_1. 

 

( ) ( )

( ) ( )
2

2

0

sin cos

I xdx x y dy x y z dz

xdy x y dz xdy zdz xdy a t a t dt a







  

= + + + + + =

= + + = + = = − = −



   
 

Решение_2. 

 

( )
2 2 2

2

: ,

,

1 1 1

1 1 1
1 1 1 .

3 3 3 Ez x y x y a

z x y

I d d d dxdy a
x y z

x x y x y z

   
  = + + 

= +

−

  
= = − − = − = − = −

  

+ + +

   
 

4.  

2

2 2 2 2

3 ,

окружность , 0

I ydx zdy xdz a

x y z a x y z




= + + =

 − + + = + + =


 

Решение_1. 

 

( )

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

,,

0, ,

, 2 2 2 ,

1
,

2

1
,

2

2 2 , 3 .

z x yx y z a

x y z x y z a

x y x y a x y xy a

x u v

y u v

u v u v a u v a

= − − + + =
 

+ + = + + = 

+ + + = + + =


= −


 = +


+ + − = + =

 

 

21
cos ,cos sin ,

332 3

cos , 1 2
cos sin , cos ,3

32 3 3
sin ,

22
coscos

33

aa
x tx t t

a
u t a a

y t t y t

v a t
aa

z tz t





    
= += −     

   
 =      

= + = −     
    =  

  = −= −
  

 



 
22

0

2
2

1 1 2 1 1 2
cos sin sin cos cos sin cos cos sin sin

2 3 3 3 3 3 3

2 2 2
3

2 3 3 3

a
I t t t t t t t t t t dt

a
a



 

       
= + − − − − + + − =       

       

 
= − − − = − 

 


 

Решение_2. 

 ( ) 2

1 1 1

1 1
1 1 1 3 3

3 3
I ydx zdy xdz d d d a

x y z

y z x

   
   

  
= + + = = − − − = − = −

       

5.  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 ,y z dx z x dy x y dz


− + − + −    — кривая пересечения поверхности куба 

, ,x y z a  плоскостью 
3

2

a
x y z+ + =  

 

Решение_1. 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

, , , ,
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

, , , ,
2 2

, ,
3 3 3 32

2 2 3 3

, ,
2

3

, ;
2

3 3

9 3 3 9
3 3

3 3 3 8 2 2 3 8

3
3 3

4

a a
a a a a

a a
a a a a

a
a a

a
a a

a
x y z a

I y a dx a x dy y a dy a x dx

y x a a
a y a x a a

a

   
− −   

   

   
− −   
   

 
− 

 

 
− 
 

+ = =

= − + − = − − + − −

   
= − + − + = − − + =   

    

 
= − = − 

 

 

327

4
a

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Решение_2 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 3

1 1 1

1 2

3 3

2 4 4 3 4 3 3 3 27
2 2 2 ,

2 4 43 3 2 3 2

I y z dx z x dy x y dz

d y z z x x y d
x y z

y z z x x y

a a a
x y z d x y z d d a

 

  



 

  

= − + − + − =

  
= = − + + + + + =

  

− − −

  
= − + + = − + + = − = − = − 

 



 

  

 


