
НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, 
ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 

Равномерная сходимость 
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Неравномерность сходимости означает, что 
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Признак Вейерштрасса. 

Пусть   — положительная функция на  ),a b , интеграл ( )
b
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x dx  сходится и 

  ) ( ) ( ), ,x a b y Y f x y x     . 

Тогда интеграл I  равномерно сходится. 

Пример 1 (3759) 
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Оценим остаток интеграла: 
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параметра  . Интеграл равномерно сходится. 
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Сходимость неравномерная. 

Пример 2 
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имеет место неравенство 0 x b xx e x e − −  , а 
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Сходимость неравномерная. 

Пример 3 (3762) 
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Интеграл равномерно сходится. 
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Сходимость неравномерная. 

Теорема О непрерывности несобственного интеграла, зависящего от 
параметра. 

Пусть  

1) функция f  непрерывна на  )  , ,a b c d , 

2) интеграл I  равномерно сходится на  ,c d . 

Тогда I  — непрерывная функция на  ,c d . 

Теорема. Правило Лейбница. 
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сходится в точке 0y , 
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равномерно сходится на  ,c d . 

Тогда интеграл I  равномерно сходится на  ,c d , функция I  непрерывно дифференцируема, 
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Теорема. Об интегрировании под знаком несобственного интеграла. 

Пусть f  непрерывна на  )  , ,a b c d , интеграл 
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Формула Фруллани 
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Пример 4  
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Пример 5 
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Пример 6 (3794) 
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Выполним интегрирование по частям: 
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Упражнение. Вычислите интеграл с помощью дифференцирования по параметру. 

 



Пример 7 (3797) 
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Можно доопределить функцию в точке 0x =  и установить ее непрерывность. Мы не будем этого 

делать, а будем считать, что несобственный интеграл имеет особые точки 0  и 1. Неравенство 
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влекут равномерную сходимость интеграла ( ) , 1I    . I  —непрерывная функция на  1, 1− . 
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По теореме о дифференцировании несобственного интеграла, зависящего от параметра 

 ( ) ( )
( )

1 /2

2 22 2 2 2
0 0

2
2

1 sin1 1 1

d
I J dx

x x


  

  
  

 = − = − = − = −
−− − −

  . 
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(Для 1 =   равенство следует из непрерывности функции I  на  1, 1− ). 



Пример 8 (3801) 
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Интеграл Дирихле 
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Пример 9 (3813) 
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Пример 10 (3819) 
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Домашнее задание. 3756,3758,3763,3790,3792,3793,3798,3799. 


